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1. Definition einer Gruppe



Definition Gruppe

Sei G eine Menge und * eine Verknupfung

*:GXG—- G
(a,b)pa*b

(G, *) ist eine Gruppe, wenn folgende Axiome gelten:

e Assoziativitat (a*b)*c=a=*(b*c) Va b ceG
e Neutrales Element e€G mit a*e=e*a=a

* |nverse Elemente aeG >aglteG mita*aglt=al*a=e



Gruppe (Beispiel)

(Z, +) ist eine Gruppe.

Sei Z eine Menge und + eine Verknlpfung

+: L XL — L
(a,b)pa+b

(Z,+) ist eine Gruppe, wenn folgende Axiome gelten:

e Assoziativitat (a+b)+c=a+(b+ ) Va,b,ceZ
e Neutrales Element 0€Z mit a+0=0+a=a

* |nverse Elemente age/ >ae/Z mit a+-a=-a+a=0
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2. Homomorphismen



Definition Homomorphismus

Seien (G, *) und (H, *) Gruppen. Eine Funktion

f: G — H heillst Gruppenhomomorphismus,

wenn fur alle g, b € G gilt:

fla*b) = fla)*f(b)



Gruppenhomomorphismus (Beispiel)

Gruppen: (Z,+)und (2 - Z, +). fla+b) = f(a)+ f(b)

f:7Z—2-7 istein Gruppenhomomorphismus.
X > X+X

Z 2-7Z
- 2
B Yl e L . s
w4 32101 2 3 4. N P 0 2 AL e

f(a+b)=(a+b)+(a+b)=(a+a)+(b+b)=f(a)+f(b)
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Gruppenhomomorphismus (Beispiel)

(R, - ) (R, +)

AN fla-b) = fla)«f(b)

x +~ log (x)

fla-b)=log(a-b)=log(a)+log(b) =f(a) + f (b)

= f ist ein Gruppenhomomorphismus
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injektiv, surjektiv, bijektiv

¢ Eine Funktion f heilst injektiv, wenn fur jedes Bild
hochstens ein Urbild existiert.

¢ Eine Funktion f heil3t surjektiv, wenn fir jedes Bild
mindestens ein Urbild existiert.

¢ Eine Funktion f heilt bijektiv, wenn fur jedes Bild
genau ein Urbild existiert.
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injektiv, surjektiv, bijektiv

>

ON N J

SN2 2

f

>

injektiv

f:Z—7Z
f(x) = 2x

)A

-

surjektiv

fiR—[-1,1]
f(x) = sin(x)
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Spezielle Homomorphismen

Sei f:G— H ein Gruppenhomomorphismus.

+ Monomorphismus: f injektiv
+ Epimorphismus: f surjektiv

* Isomorphismus: f bijektiv

*

Endomorphismus: G=H

*

Automorphismus: G =H, f bijektiv
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Isomorphie

¢ Zwei Gruppen G, H heillen isomorph zueinander,
wenn es einen Isomorphismus f: G — H gibt.

Schreibweise: G = H

e Zwei isomorphe Gruppen haben immer gleich viele
Elemente (da f bijektiv ist).

¢ Zwei isomorphe Gruppen sind bis auf die
Bezeichnung der Elemente identisch.
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Isomorphie (Beispiel)

V:={1,a0,b,ab}

1 andert nichts (neutral)
a vertauscht Seite 1 und 2
b vertauscht Seite 3 und 4

ab vertauscht Seite 1 und 2
sowie Seite 3 und 4

Gz=(Z2XZ2,+)

(a,,b,) +(a,,b,)=(a,+a,b +b)

fiVoZ xZ,
1 - (0,0)
a ~ (0,1)
b - (1,0)
ab » (1,1)

f ist ein Isomorphismus
V=4, x2Z,
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3. Gruppenoperationen
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Gruppenoperationen

¢ Mengen haben keine Verknupfung
© Rechenoperationen also zunachst nicht moglich

¢ |dee: Operationen auf einer Menge von einer
Gruppe durchfihren
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Motivation

Menge ={ A, B, C}
Ziel: ,Rechnen” mit den Punkten

Eine Moglichkeit dazu ware:
Bewegen im Uhrzeigersinn

+ A+0=A A+1=8B A+2=C
+ B+0=B B+1=C B+2=A
+ C+0=C C+1=A C+2=8B

Z3 ware also als Gruppe geeignet
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A+3=A
B+3=8B
C+3=C



Definition Gruppenoperation

Sei X eine Menge und (G, *) eine Gruppe.

Eine Operation von G auf X ist eine Funktion

D:GXX—> X
(g, x)rp(g, x):=gx

mit den Eigenschaften:

(1) ex=x VxeX e=neutr. Elem.inG

(2) 9,.(9,x)=(g9,*g,)x VxeX Vg,g €G
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Definition Gruppenoperation

Andere Notation:

0:G—={f:X—> X| fistein Automorphismus }

gr p,: XX
X P g.xX

° pist ein Gruppenhomomorphismus

P, =0,
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Gruppenoperation (Beispiel)

SeiX={A,B,Clund G=(Z,, +).

D:GXX—- X
(g , x) » g Schritte im Uhrzeigersinn ab x : = g.x

Offensichtlich gilt:
(1) O.x = x VxeX
(2) 9,(9,x)=(g9,+9,)x VxeX Vg,g,€G
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Danke fur die Aufmerksamkeit!
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